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概要. 楕円型連立半線形偏微分方程式の解は，様々な反応拡散方程式の定常解を記述す
る．しかし楕円型連立半線形偏微分方程式の解は解析的に得ることは難しく，コンピュー
タを利用した近似解を得ることで現象の理解に繋げている．本講演では，楕円型連立半線
形偏微分方程式の解に対する精度保証付き数値計算法について紹介する．前半では楕円型
連立線形-半線形偏微分方程式の精度保証付き数値計算法について述べる．後半では，よ
り一般的なクラスの方程式について述べる．

1. はじめに

Ω ⊂ R2を有界な多角形領域する．本講演では次のような非線形 Dirichlet境界値問題
−∆u = f1(u, v) in Ω,
−∆v = f2(u, v) in Ω,
u = v = 0 ∂Ω,

(1.1)

の近似解 û, v̂と真の解 u∗, v∗ の誤差をコンピュータを用いて厳密に評価することが目的で

ある。この様な 2階楕円型偏微分方程式の境界値問題の精度保証付き数値計算法は 1988

年に中尾充宏によって初めて提唱された [1]．特徴的な点は Sobolev空間論の導入と不動

点定理に基づく解の検証アルゴリズムの開発などがあげられる．詳しくは最新の手法ま

で丁寧にまとめてある和書 [2] を是非参照されたい．中尾の研究を皮切りに 1991年に

Plum [3]，1995年に大石 [4] がそれぞれ偏微分方程式を見据えた精度保証付き数値計算法

を考案している．詳しくは Plum [5]，大石 [6,7]をそれぞれ参照されたい．

本講演では，楕円型連立半線形偏微分方程式 (1.1)の解の精度保証付き数値計算法につ

いて解説する．特に難しいとされる線形化作用素の逆作用素のノルム評価について集中し

て解説する．

本要項の構成は以下のようにした．2章に偏微分方程式の精度保証付き数値計算に必要

となる基本事項をまとめた．これは対象としている楕円型連立半線形偏微分方程式以外で

もよく用いられる関数空間の設定や定理である．3章は楕円型連立線形-半線形偏微分方

程式である定常 FitzHugh-Nagumo方程式について述べている．4章では特に評価が難し

いといわれる線形化作用素の正則性とその逆作用素のノルムの評価法を詳しく解説してい

る．5章では一般的な楕円型連立半線形偏微分方程式の解に対する精度保証付き数値計算

法について簡単に紹介している．



2. 準備

2.1 関数空間の定義

Lp(Ω), p ∈ [1,∞)は Lebesguep乗可積分可能な関数空間とする．p = 2について，内

積 (u, v)L2 :=
∫
Ω

u(x)v(x)dxとし，内積から誘導されるノルムを ∥ · ∥L2 :=
√

(·, ·)L2 とする．

正のある実数 sについて Hs(Ω)は s階の L2-Sobolev空間とする．

σをσ ≥ 0を満たす実数とする．関数空間H1
0(Ω)をH1

0(Ω) := {u ∈ H1(Ω) : u = 0 on∂Ω}
とし，その内積を

(·, ·)H1
σ

:= (∇·,∇·)L2 + σ(·, ·)L2(2.1)

とする．また，内積から誘導されるノルムを ∥ · ∥H1
σ

:=
√

(·, ·)H1
σ
とする．H−1(Ω)を H1

0(Ω)

の共役空間とする．T ∈ H−1(Ω)と u ∈ H1
0(Ω)について，⟨T,u⟩によって共役対を表す．ま

た，T ∈ H−1(Ω)のノルムを

∥T∥H−1
σ

:= sup
u∈H1

0(Ω)\{0}

|⟨T,u⟩|
∥u∥H1

σ

とする．特に関数空間 H1
0(Ω) と H−1(Ω) でどの内積を導入したか重要となる場合のみ

H1
0,σ(Ω)と H−1

σ (Ω)と表記する．L∞(Ω)を Ω上で本質的に有界となる関数の全体とし，そ

のノルムを ∥u∥L∞ := ess supx∈Ω |u(x)|とする．X,Yを Banach空間とする．L(X,Y)を有界

線形作用素の集合とし，そのノルムを ∥T ∥L(X,Y) := supu∈X\{0} ∥Tu∥Y/∥u∥X, T ∈ L(X,Y)と

する．

2.2 Sobolevの埋め込み定理

Ω ⊂ R2から Sobolevの埋め込み定理より p ∈ [2,∞)において H1
0(Ω)は Lp(Ω)に埋め込

まれ，

∥u∥Lp ≤ Cp,σ∥u∥H1
σ

for u ∈ H1
0(Ω)(2.2)

を満たす定数 Cp,σ が存在する．定数 Cp,σ は [5] の Lemma1を利用して定量的に計算で

きる．

2.3 有限次元部分空間への直交射影とその性質

Xh を有限要素基底関数に基づく H1
0(Ω) の有限次元部分空間とする．メッシュサイズ

h(0 < h < 1)に依存した直交射影 Ph,σ : H1
0(Ω)→ Xhを，任意の u ∈ H1

0(Ω)に対し

(u− Ph,σu, ϕh)H1
σ
= 0, ϕh ∈ Xh(2.3)



を満たす作用素と定義する．Ph,σ について，

∥u− Ph,σu∥H1
σ
≤ Ch,σ∥(∆ + σ)u∥L2, ∀u ∈ H1

0(Ω)(2.4)

を満たす定数 Ch,σ が存在する．定数 Ch,0の定量的な評価法は，Ωが有界凸領域上で区分

一次有限要素法では [8, 9]があり，Ω が有界な多角形領域上では [10] がある．この定数

Ch,0を利用することで Ch,σ は評価できる．また，Aubin-Nitscheの技巧から

∥u− Ph,σu∥L2 ≤ Ch,σ∥u− Ph,σu∥H1
σ
, ∀u ∈ H1

0(Ω)(2.5)

も満たす．

2.4 使用する作用素の定義とその性質

σを σ ≥ 0を満たす実数とする．線形作用素Aσ : H1
0(Ω)→ H−1(Ω)を

⟨Aσ·, ·⟩ := (∇·,∇·)L2 + σ(·, ·)L2(2.6)

とする．Aσ は等長同型写像であり，実際に次の性質を持つ:

∥Aσu∥H−1
σ
= ∥u∥H1

σ
, ∀u ∈ H1

0(Ω).

また，この性質より A−1
σ は逆作用素を持ち，その作用素ノルムは

∥A−1
σ ∥L(H−1

σ ,H1
σ) = 1(2.7)

となる．

埋め込み恒等作用素 I : L2(Ω)→ H−1
σ (Ω)を

⟨Iσ·, ·⟩ := (·, ·)L2(2.8)

とする．この埋め込み恒等作用素 Iの作用素ノルムは Cauchy-Schwarzの不等式と p = 2

の場合における Sobolev不等式 (2.2)を利用して

∥Iσ∥L(L2,H−1
σ ) ≤ C2,σ.(2.9)

と評価できる．

2.5 Plumの解の存在定理

X,Yを Banach空間とする．非線形作用素 F : X→ Yは Fréchet微分可能とする．次の

非線形方程式を満たす解 u ∈ Xを求める問題を考える:

Findu ∈ X satisfyingF (u) = 0.(2.10)

このとき，Plumによって次の解の存在定理が示された:



定理 2.1 (Plum [5]) X,Yを Banach空間とする．û ∈ Xとする．W ⊂ Xを中心ゼロ，半径

ρの閉球とする:W := {w ∈ X : ∥w∥X ≤ ρ}. F : X→ Yを (2.10)を満たす非線形作用素とす

る．F の Fréchet微分 F ′[û] は正則で

∥ϕ∥X ≤ K∥F ′[û]ϕ∥Y, ∀ϕ ∈ X(2.11)

を満たす正の定数 K が存在すると仮定する．δを

∥F (û)∥Y ≤ δ(2.12)

を満たす正の定数とする．R+ := {x ∈ R : x > 0} とする．非線形関数 g : R+ → R+ と
G : R+ → R+ は，それぞれ

sup
w∈W

∥∥∥F ′[û+ w] − F ′[û]
∥∥∥

L(X,Y)
≤ g(ρ),(2.13)

と

sup
w∈W

∥∥∥∥∥∥
∫ 1

0

(F ′[û+ tw] − F ′[û]
)
wdt

∥∥∥∥∥∥
Y

≤ G(ρ)(2.14)

を満たすと仮定する．もし，定数 ρが

Kδ ≤ ρ
K
−G(ρ) and Kg(ρ) < 1,(2.15)

を満たすなら，そのとき F (u) = 0を満たす解 u∗ ∈ û+Wは存在し，û+W内で局所一意

である．

定理 2.1の仮定である (2.11)と (2.12)の定数 K, δ と，(2.13)と (2.14)の非線形関数

g(ρ),G(ρ)を定量的に得ること，及び (2.15)の条件を満たすことをコンピュータで確かめ

ることで精度保証付き数値計算が可能となる．

2.6 劉・大石による Laplace作用素の無限次元固有値評価法

劉・大石の定理は次に示すような Laplace作用素の固有値評価に関する定理である:

定理 2.2 (劉・大石 [10]) {λi}を Laplace作用素の固有値問題

Findλ ∈ R andu ∈ H1
0(Ω) s.t. (∇u,∇v)L2 = λ(u, v)L2, v ∈ H1

0(Ω)(2.16)

を満たす固有値とする．{λh
i }を (2.16)を離散化した問題

Findλh ∈ R andu ∈ Xh s.t. (∇uh,∇vh)L2 = λh(uh, vh)L2, v ∈ Xh



を満たす固有値とする．Ch,0を σ = 0とした (2.4)を満たす定数とする．そのとき，固有

値 λi は

λh
i

1+C2
h,0λ

h
i

≤ λi ≤ λh
i

を満たす．

3. 定常 FitzHugh-Nagumo方程式

定常 FitzHugh-Nagumo方程式の Dirichlet境界値問題
−ε2∆u = f (u) − δv in Ω,
−∆v = u− γv in Ω,
u = v = 0 ∂Ω,

(3.1)

の解に対する精度保証付き数値計算法を考える．ここで Ω は R2 の有界な多角形領域

とする．ε , 0, γ, δ は実数のパラメータとする．非線形作用素 f : H1
0(Ω) → L2(Ω) は

f (u) = u+ u2 + · · · のような多項式を想定し，このとき f は Fréchet微分可能である．

(3.1)に対する精度保証付き数値計算法は渡部により開発されている [11]．[11]では次

の示すように線形楕円型偏微分方程式の境界値問題と半線形楕円型偏微分の境界値問題に

分けて考えている: もし −γ が Laplace作用素の固有値と一致せず，さらに uが既知関数

とすると，線形境界問題 {
−∆v = u− γv in Ω,
v = 0 ∂Ω,

(3.2)

は Rieszの表現定理より唯一解を持つ．有界線形作用素 B : L2(Ω) → H1
0(Ω)を (3.2)の解

作用素とすると，vは

v = Bu(3.3)

として与えられる．(3.3)を (3.1)に代入するすると{
−ε2∆u = f (u) − δBu in Ω,
u = 0 ∂Ω,

(3.4)

を得る．半線形楕円型境界値問題 (3.4)は Buという項を持つことが特徴である．[11]で

は (3.2)と (3.4)の両方ともに中尾理論 (例えばまとまっている文献として [2, 12])に基づ

く精度保証法を提案している．

本講演では (2.11)を経由する手法について紹介する．g(u) := ( f (u)− δBu)/ε2とすると，

(3.4)は {
−∆u = g(u) in Ω,
u = 0 ∂Ω,

(3.5)



となる．ここで f が Fréchet微分可能なため，非線形作用素 g : H1
0(Ω) → L2(Ω) は

Fréchet微分可能であり，û ∈ H1
0(Ω) における Fréchet微分を g′[û] と記述する．また，

∥ f ′[û]∥L∞ < ∞を仮定する．さらに，(3.5)の弱形式は次のようになる:

Findu ∈ H1
0(Ω) satisfying (∇u,∇w)L2 = (g(u),w)L2, ∀w ∈ H1

0(Ω).(3.6)

任意の u ∈ H1
0(Ω)について，非線形作用素 Nσ : H1

0(Ω)→ H−1(Ω)を

⟨Nσ(u),w⟩ := (g(u) + σu,w)L2, ∀w ∈ H1
0(Ω)(3.7)

とする．Aσ を (2.6)で定義される線形作用素であることに注意する．さらに，非線形作

用素 F : H1
0(Ω)→ H−1(Ω)を

F (u) := Aσu− Nσ(u)(3.8)

と定義する．そのとき，次の問題は (3.6)と同一である:

Findu ∈ H1
0(Ω) satisfyingF (u) = 0.(3.9)

この (3.9)に定理 2.1を適用する．ここで，û ∈ H1
0(Ω)における Nσ と F の Fréchet微分

をそれぞれ N ′σ[û] と F ′[û] と記述する．本講演では，特に (2.11)を満たす定数 K の評価

方法と作用素 F ′[û] の正則性を保証する定理を紹介する．

4. F ′[û] の正則性と定数 K の評価方法

楕円型偏微分方程式における定理 2.1の (2.11)を満たす定数 K の評価法は数多く存在

する (例えば [3,4,13–16])．大きく分類すると [3,16]は無限次元固有値評価に基づく手法

であり，[4, 13–15]はノルム評価に基づく手法である．また，作用素の定義域の違いから

も分類でき，作用素が H−1(Ω)から H1
0(Ω)であれば [3,4,13,16]，L2(Ω)から H1

0(Ω)であ

れば [14, 15]に分類できる．これらの選択は精度保証結果に直接影響があるため重要で

ある．

今回対象としている方程式 (3.9)は (3.3)を満たすような解作用素 Bが含まれることが

特徴であり，困難な点である．まずは，(3.8)で定義された作用素 F の û ∈ H1
0(Ω) にお

ける Fréchet微分 F ′[û] の正則性を検証する定理を示す．この定理は大石によって [4] で

Fredholmの交代定理に基づいて証明されている．

定理 4.1 (大石 [4]) F を (3.8)で定義された非線形作用素し，F の û ∈ H1
0(Ω) における

Fréchet微分を F ′[û] とする．もし，

∥u∥H1
σ
≤ K∥F ′[û]u∥H−1

σ
, ∀u ∈ H1

0(Ω)

を満たす正定数 K が存在するならば，F ′[û] は正則である．



定理 4.1から，定理 2.1の (2.11)を満たす定数 K の存在がわかれば，作用素 F ′[û] の正

則性が保証される．本講演では定理 2.1の (2.11)を満たす定数 K の求め方について [13]

に基づく方法と，無限次元固有値評価に基づく方法について述べる．

4.1 中尾・橋本・渡部による定数 K の評価法

中尾・橋本・渡部による K の評価法は次ようになる:

定理 4.2 (中尾・橋本・渡部 [13]) ν1, ν2, ν3をそれぞれ次を満たす正の定数とする:

∥Ph,σAσ−1N ′σ[û]uc∥H1
σ
≤ ν1∥uc∥H1

σ
, ∀uc ∈ H1

0(Ω) \ Xh,(4.1)

∥(g′[û] + σ)u∥L2 ≤ ν2∥u∥H1
σ
, ∀u ∈ H1

0(Ω),(4.2)

∥(g′[û] + σ)uc∥L2 ≤ ν3∥uc∥H1
σ
, ∀uc ∈ H1

0(Ω) \ Xh.(4.3)

さらに，作用素 Ph,σ(I − Aσ−1N ′σ[û])|Xh : Xh → Xhは正則で，次を満たす正定数 τが存在

すると仮定する: ∥∥∥∥(Ph,σ(I −Aσ−1N ′σ[û])|Xh

)−1
∥∥∥∥

L(H1
σ,H1

σ)
≤ τ.(4.4)

κ := Ch,σ(ν1τν2 + ν3)とする．もし，κ < 1を満たすなら，次の不等式を満たす定数 K が存

在する:

∥u∥H1
σ
≤ K∥F ′[û]u∥H−1

σ
, ∀u ∈ H1

0(Ω)

ただし

K =

∥∥∥∥∥∥
 τ (1+ Ch,σν1τν2

1−κ

)
τν3
1−κ

Ch,σν2τ

1−κ
1

1−κ

∥∥∥∥∥∥
2

,

ここで，∥ · ∥2は有限次元のユーグリッドノルムとする．

定理 4.2から，定数 ν1, ν2, ν3 及び τが得られれば，定数 K が評価できる．それぞれの

定数の求め方について述べる

(4.1)を満たす定数 ν1の求め方

∀uc ∈ H1
0(Ω) \ Xhについて

∥Ph,σAσ−1N ′σ[û]uc∥2H1
σ

= (Ph,σAσ−1N ′σ[û]uc,Ph,σAσ−1N ′σ[û]uc)H1
σ

= (Aσ−1N ′σ[û]uc,Ph,σAσ−1N ′σ[û]uc)H1
σ

= (∇Aσ−1N ′σ[û]uc,∇Ph,σAσ−1N ′σ[û]uc)L2 + σ(Aσ−1N ′σ[û]uc,Ph,σAσ−1N ′σ[û]uc)L2

= ((g′[û] + σ)uc,Ph,σAσ−1N ′σ[û]uc)L2

≤ ∥(g′[û] + σ)uc∥L2∥Ph,σAσ−1N ′σ[û]uc∥L2

≤ C2,σν3∥uc∥H1
σ
∥Ph,σAσ−1N ′σ[û]uc∥H1

σ



となる．よって

∥Ph,σAσ−1N ′σ[û]uc∥H1
σ
≤ C2,σν3∥uc∥H1

σ

から，

ν1 := C2,σν3

となり，Poincaŕe定数 C2,σ(p = 2の場合における不等式 (2.2)を満たす定数)と定数 ν3に

よって求められる．

(4.2)を満たす定数 ν2の求め方

∀u ∈ H1
0(Ω)について，不等式 (2.2)より

∥(g′[û] + σ)u∥L2 =
1
ε2
∥( f ′[û] − δB+ ε2σ)u∥L2

≤ 1
ε2

(
∥( f ′[û] + ε2σ)u∥L2 + |δ|∥Bu∥L2

)
(4.5)

≤ 1
ε2

(
∥ f ′[û] + ε2σ∥L∞∥u∥L2 +C2,0|δ|∥Bu∥H1

0

)
≤ 1
ε2

(
C2,σ∥ f ′[û] + ε2σ∥L∞∥u∥H1

σ
+C2,0|δ|∥B∥L(L2,H1

0)∥u∥L2

)
≤ C2,σ

ε2

(
∥ f ′[û] + ε2σ∥L∞ +C2,0|δ|∥B∥L(L2,H1

0)

)
∥u∥H1

σ

となる．*1よって

ν2 :=
C2,σ

ε2

(
∥ f ′[û] + ε2σ∥L∞ +C2,0|δ|∥B∥L(L2,H1

0)

)
とすればよい．

(4.3)を満たす定数 ν3の求め方

*1 γ ≥ 0の場合，定義 (2.6)と (2.8)を利用することで B := A−1
γ Iγ と定義できる．この場合，(4.5)の B

の項の評価は Cauchy-Schwarzの不等式と，σ と γ における p = 2の不等式 (2.2)を利用することで，
∀u ∈ H1

0(Ω)について，

∥Bu∥2
L2 = ∥A−1

γ Iγu∥2L2 ≤ C2
2,γ∥A

−1
γ Iγu∥2H1

γ

= C2
2,γ(A

−1
γ Iγu,A−1

γ Iγu)H1
γ
= C2

2,γ(u,A
−1
γ Iγu)L2

≤ C2
2,γ∥u∥L2∥A−1

γ Iγu∥L2 ≤ C2
2,γC2,σ∥u∥H1

σ
∥Bu∥L2

を得る．よって ∥Bu∥L2 ≤ C2
2,γC2,σ∥u∥H1

σ
から，

ν2 :=
C2,σ

ε2
(∥ f ′[û] + ε2σ∥L∞ + |δ|C2

2,γ)(4.6)

と評価できる．



∀uc ∈ H1
0(Ω) \ Xhについて，不等式 (2.5)より

∥(g′[û] + σ)uc∥ =
1
ε2
∥( f ′[û] − δB+ ε2σ)uc∥L2

≤ 1
ε2

(
∥ f ′[û] + ε2σ∥L∞∥(I − Ph,σ)u∥L2 +C2,0|δ|∥Buc∥H1

0

)
(4.7)

≤ Ch,σ

ε2

(
∥ f ′[û] + ε2σ∥L∞ +C2,0|δ|∥B∥L(L2,H1

0)

)
∥uc∥H1

σ

となる．*2よって

ν3 :=
Ch,σ

ε2

(
∥ f ′[û] + ε2σ∥L∞ +C2,0|δ|∥B∥L(L2,H1

0)

)
とすればよい．

ノルム ∥B∥L(L2,H1
0) の求め方

ν2, ν3の計算は γ ≥ 0の場合は (4.6)と (4.8)になる．しかし，γ が一般的な場合ノルム

∥Bu∥L(L2,H1
0) の計算が必要になる．ここではノルム ∥B∥L(L2,H1

0) の計算方法を示す．解作用

素 B : L2(Ω)→ H1
0(Ω)を

B = (A0 + γ)
−1I0

と書ける．そのとき，不等式 (2.9)から

∥B∥L(L2,H1
0) ≤ ∥(A0 + γ)

−1∥H−1
0 ,H

1
0
∥I0∥L2,H−1

0
≤ C2,0∥(A0 + γ)

−1∥L(H−1
0 ,H

1
0)

となり，∥(A0+ γ)−1∥L(H−1
0 ,H

1
0) を評価すればよい．これは Laplace作用素の固有値 λの精度

保証付き数値計算法である定理 2.2を利用すれば計算ができる．実際に

∥(A0 + γ)
−1∥L(H−1

0 ,H
1
0) = sup

u∈H1
0(Ω)\{0}

∥u∥H1
0

∥(A0 + γ)u∥H−1
0

= sup
u∈H1

0(Ω)\{0}

∥u∥H1
0

∥A0
−1(A0 + γ)u∥H1

0

≤ max
µ∈Spec(A0

−1(A0+γ))

∣∣∣∣∣1µ
∣∣∣∣∣ = max

λ∈Spec(∆)

∣∣∣∣∣ λλ + γ
∣∣∣∣∣

*2 ν3 も ν2 と同様に，γ ≥ 0の場合，定義 (2.6)と (2.8)を利用することで B := A−1
γ Iγ と定義できる．この

場合，(4.7)の Bの項の評価は Cauchy-Schwarzの不等式と，σと γにおける p = 2の不等式 (2.2)及び不
等式 (2.5)を利用することで，∀uc ∈ H1

0(Ω) \ Xhについて，

∥Buc∥2L2 = ∥A−1
γ Iγuc∥2L2 ≤ C2

2,γ∥A
−1
γ Iγuc∥2H1

γ

= C2
2,γ(A

−1
γ Iγuc,A−1

γ Iγuc)H1
γ
= C2

2,γ(uc,A−1
γ Iγuc)L2

≤ C2
2,γ∥uc∥L2∥A−1

γ Iγuc∥L2 ≤ C2
2,γCh,σ∥uc∥H1

σ
∥Buc∥L2

を得る．よって ∥Buc∥L2 ≤ C2
2,γCh,σ∥uc∥H1

σ
から，

ν3 :=
Ch,σ

ε2

(
∥ f ′[û] + ε2σ∥L∞ + |δ|C2

2,γ

)
(4.8)

と評価できる．



となる．よって γ < 0の場合，λ > 0より |γ|に最も近い Laplace作用素の固有値 λを探

し出せばよい．定理 2.2を使えば固有値 λの上限と下限が得られる．λは区間で得られる

ため，λ + γ の計算結果は区間となる．λ + γ の計算結果の区間が 0を含む場合，作用素

A0 + γの正則性が保証できないため，精度保証失敗と判断する．

(4.4)を満たす定数 τの求め方

ϕi を次を満たす区分的基底関数とする：

Xh = span{ϕ1, ϕ2, · · · , ϕn} ⊂ H1
0(Ω),

ここで，n := dim(Xh)とする．u,w ∈ Rnを実ベクトルとし，uh,wh ∈ Xhを次を満たすと

する:

u := (u1,u2, · · · ,un)T , uh = (ϕ1, ϕ2, · · · , ϕn) · u,
w := (w1,w2, · · · ,wn)T , wh = (ϕ1, ϕ2, · · · , ϕn) · w.

G,Dを次を満たす n× nの実行列とする:

Gi j := (∇ϕ j ,∇ϕi)L2 − (g′[û]ϕ j , ϕi)L2,

Di j := (∇ϕ j ,∇ϕi)L2 + σ(ϕ j , ϕi)L2,

ここで，1 ≤ i ≤ nと 1 ≤ j ≤ nとする．もし，Dが正定値行列ならば，Dは Cholesky分

解可能で D = HHT とする．そのとき，uh ∈ Xhについて

∥uh∥2H1
σ
= uT Du = uT HHTu = (HTu)T(HTu) = ∥HTu∥22

⇔ ∥uh∥H1
σ
= ∥HTu∥2.(4.9)

もし，Gが正則ならば，Aσ の正則性より Ph,σ(I −Aσ−1N ′σ[û])|Xh は正則である．wh ∈ Xh

を次を満たすとする:

(uh, ϕi)H1
σ
= ((Ph,σ(I −Aσ−1N ′σ[û])|Xh)

−1wh, ϕi)H1
σ
, 1 ≤ i ≤ n.(4.10)

(4.10)を変形すると

((I −Aσ−1N ′σ[û]))uh, ϕi)H1
σ
= (wh, ϕi)H1

σ
, 1 ≤ i ≤ n(4.11)

となる．(4.11)の左辺について，

((I −Aσ−1N ′σ[û])uh, ϕi)H1
σ

= (uh, ϕi)H1
σ
− (Aσ−1N ′σ[û]uh, ϕi)H1

σ

= (∇uh,∇ϕi)L2 + σ(uh, ϕi)L2 −
((
∇Aσ−1N ′σ[û]uh,∇ϕi

)
L2
+ σ

(
Aσ−1N ′σ[û]uh, ϕi

)
L2

)
= (∇uh,∇ϕi)L2 + σ(uh, ϕi)L2 − ((g′[û] + σ)uh, ϕi)L2

= (∇uh,∇ϕi)L2 − (g′[û]uh, ϕi)L2

=

n∑
j=1

Gi j u j .



(4.11)の右辺について，

(wh, ϕi)H1
σ
=

n∑
j=1

(ϕ j , ϕi)H1
σ
w j

=

n∑
j=1

Di j w j .

よって

u = G−1Dw(4.12)

となる．さらに，(4.9)と (4.12)から，

∥(Ph,σ(I −Aσ−1N ′σ[û])|Xh)
−1∥L(H1

σ,H1
σ) = sup

wh∈Xh\{0}

∥(Ph,σ(I −Aσ−1N ′σ[û])|Xh)
−1wh∥H1

σ

∥wh∥H1
σ

= sup
wh∈Xh\{0}

∥uh∥H1
σ

∥wh∥H1
σ

= sup
wh∈Xh\{0}

∥HTu∥2
∥HTw∥2

= sup
wh∈Xh\{0}

∥HTG−1Dw∥2
∥HTw∥2

= sup
wh∈Xh\{0}

∥HTG−1HHTw∥2
∥HTw∥2

≤ ∥HTG−1H∥2 = τ.

即ち，行列 Gの正則性の検証，Cholesky分解，2ノルムの精度保証付き数値計算が行え

れば浮動小数点数を利用して計算可能である．

4.2 無限次元固有値評価を利用した K の評価法

ここでは定理 2.2に基づく系を利用することで，定数 K を求める手法を示す．まず，

(2.11)を固有値問題に書き直す: ∀u ∈ H1
0(Ω)について

∥u∥H1
σ

∥F ′[û]u∥H−1
σ

=
∥u∥H1

σ

∥(Aσ − N ′σ[û])u∥H−1
σ

=
∥u∥H1

σ

∥A−1
σ (Aσ − N ′σ[û])u∥H1

σ

≤ sup
µ∈Spec(A−1

σ (Aσ−N ′σ[û]))

1
|µ| =: K(4.13)

となり，

Findµ ∈ C andu ∈ H1
0(Ω) s.t. (Aσ − N ′σ[û])u = µAσu,(4.14)



を考えればよい．さらに (4.14)を書き換えることで，

Findη ∈ C andu ∈ H1
0(Ω) s.t.Aσu = ηN ′σ[û]u,(4.15)

を得る．ここで，µと ηの関係は

1
µ
=
η

η − 1
(4.16)

となる．(4.15)に定理 2.2を利用するには µが固有値になること，d内積の定義と σの条

件について述べる．

作用素Aσ−1Nσ′[û] のコンパクト性

ここでは µが固有値になることを示す．これは作用素Aσ−1Nσ′[û] がコンパクト作用素

になることを示せばよい．まず，作用素 Nσ′[û] は定義 (3.7)と (2.8)を利用すると

Nσ′[û] = Iσ(g′[û] + σ)

と書ける．ここで，Iσ はコンパクト作用素である．よって，g′[û] + σが有界作用素であ

れば，作用素 Nσ′[û] はコンパクト作用素となる．実際に ∀u ∈ H1
0(Ω)について

ε2∥(g′[û] + σ)u∥L2 ≤ ∥ f ′[û]u− δBu∥L2 + ε2σ∥u∥L2 ≤ ∥ f ′[û]∥L∞∥u∥L2 + δ∥Bu∥L2 + ε2σ∥u∥L2

よって，仮定 ∥ f ′[û]∥L∞ < ∞と作用素 Bの有界性より，g′[û] +σ : H1
0(Ω)→ L2(Ω)が有界

作用素である．さらに，(2.7)より作用素Aσ−1 : H−1(Ω)→ H1
0(Ω)は有界作用素であるた

め，作用素Aσ−1Nσ′[û] : H1
0(Ω)→ H1

0(Ω)はコンパクト作用素となる．よって，スペクト

ル ηは固有値となり，よってスペクトル µも固有値となる．

σの条件と d内積の定義

ここでは，σの条件と d内積の定義をする．まず，固有値問題 (4.15)を L2(Ω)の空間で

書き直すと

Findη ∈ R andu ∈ H1
0(Ω) s.t. (∇u,∇w)L2 + σ(u,w)L2 = η

(
(g′[û] + σ)u,w

)
L2

となる．このとき，左辺と右辺それぞれが内積の公理を満たしていることが重要であ

り，σ は内積の公理を満たすように設定する．左辺については σ ≥ 0 で (u,w)H1
σ
=

(∇u,∇w)L2 + σ(u,w)L2 となるため，明らかである．右辺については g′[û] が自己共役作用

素であるため

(g′[û]u,u)L2 + σ(u,u)L2 ≥ 0, ∀u ∈ H1
0(Ω)(4.17)



を満たせば (g′[û]u,u)L2 + σ(u,u)L2 は内積となる．実際に，∀u ∈ H1
0(Ω)について

(g′[û]u,u)L2 + σ(u, u)L2 =

((
1
ε2

f ′[û] + σ

)
u, u

)
L2

− δ
ε2

(Bu,u)L2

≥
((

1
ε2

f ′[û] + σ

)
u, u

)
L2

− |δ|
ε2

(Bu, u)L2

(u,u)L2
(u,u)L2

≥
((

1
ε2

f ′[û] + σ

)
u, u

)
L2

− |δ|
ε2
∥Bu∥L2

∥u∥L2
(u,u)L2

≥
((

1
ε2

f ′[û] + σ

)
u, u

)
L2

− C2,0|δ|
ε2
∥B∥L(L2,H1

0)(u,u)L2

となる．よって

ε2σ ≥ −(ess inf
x∈Ω

f ′[û] −C2,0|δ|∥B∥L(L2,H1
0))(4.18)

を満たせば，(g′[û]u, u)L2 + σ(u,u)L2 が内積となる条件 (4.17)が満たされ，

(·, ·)d := (g′[û]·, ·)L2 + σ(·, ·)L2

として d内積を定義する．

拡張版:劉-大石の定理

定理 4.3 内積 (·, ·)H1
σ
と (·, ·)d をそれぞれ (2.1)と (4.17)とし，内積から誘導されるノルム

をそれぞれ ∥ · ∥H1
σ
と ∥ · ∥d と表記する．但し，σは不等式 (4.18)を満たしているとする．

Xhを有限要素基底関数に基づく H1
0(Ω)の有限次元部分空間とし，Xhの次元を nとする．

問題:

Findη ∈ R andu ∈ H1
0(Ω) s.t. (u,w)H1

σ
= η (u,w)d , ∀w ∈ H1

0(Ω)(4.19)

のスペクトル ηは固有値となり，{ηi}∞i=1とする．また，(4.19)の離散化された固有値問題

Findηh ∈ R anduh ∈ Xh s.t. (uh,wh)H1
σ
= ηh (uh,wh)d , ∀wh ∈ Xh

の固有値を {ηh
i }ni=1 とする．直交射影 Ph,σ : H1

0(Ω) → Xh は (2.3)を満たすとする．定数

Ch,d は不等式

∥v− Ph,σv∥d ≤ Ch,d∥v− Ph,σv∥H1
σ
, ∀v ∈ H1

0(Ω)

を満たすとする．そのとき，i ≤ nとなる整数 i 番目の固有値 ηi は

ηh
i

1+C2
h,dη

h
i

≤ ηi ≤ ηh
i

を満たす．



この定理から有限次元の固有値 ηh と定数 Ch,d を求めれば，ηi の上限と下限が得られる．

そのうえで，(4.16)の関係を利用し，(4.13)を満たす定数 K を求めれば良い．

定数 Ch,d のの求め方

∀v ∈ H1
0(Ω)について

∥v∥2d = (v, v)d = (g′[û]v, v)L2 + σ(v, v)L2

≤
∣∣∣∣∣∣
((

f ′[û]
ε2
+ σ

)
v, v

)
L2

∣∣∣∣∣∣ + |δ|ε2 |(Bv, v)L2 |
(v, v)L2

∥v∥2L2

≤
∥∥∥∥∥ f ′[û]
ε2
+ σ

∥∥∥∥∥∞ ∥v∥2L2 +
|δ|C2,0

ε2
∥B∥L(L2,H1

0)∥v∥2L2

=
1
ε2

(∥∥∥ f ′[û] + ε2σ
∥∥∥

L∞
+C2,0|δ|∥B∥L(L2,H1

0)

)
∥v∥2L2

から，

∥v− Ph,σv∥d ≤
√

1
ε2

∥∥∥ f ′[û] + ε2σ
∥∥∥

L∞
+C2,0|δ|∥B∥L(L2,H1

0)∥v− Ph,σv∥L2

となる．さらに，(2.5)から，

∥v− Ph,σv∥d ≤ Ch,σ

√
1
ε2

∥∥∥ f ′[û] + ε2σ
∥∥∥

L∞
+C2,0|δ|∥B∥L(L2,H1

0)∥v− Ph,σv∥H1
σ

となる．よって，定数 Ch,d は

Ch,d := Ch,σ

√
1
ε2

∥∥∥ f ′[û] + ε2σ
∥∥∥

L∞
+C2,0|δ|∥B∥L(L2,H1

0)

とすればよい．

5. 一般的な楕円型連立半線形偏微分方程式

ここでは一般的な楕円型連立半線形偏微分方程式
−∆u = f1(u, v) in Ω,
−∆v = f2(u, v) in Ω,
u = v = 0 ∂Ω,

(5.1)

の解に対する精度保証付き数値計算法の概要を述べる．非線形作用素 f1, f2 : H1
0(Ω) ×

H1
0(Ω)→ L2(Ω)は多項式を想定し，f1, f2は Fréchet微分可能である．このとき，定理 2.1

を利用するためにどの様にして (2.10)に書き換えるかが重要である *3．

*3 本講演では省略するが (5.1)の場合，(2.13)と (2.14)の評価が非常に面倒である．そのため，(2.13)と
(2.14)を” ある意味潰した”Newton-Kantorovichの定理のほうが利用しやすい場合がある．



直積空間 V := H1
0(Ω) × H1

0(Ω)とし，Vに導入する内積を((
u1
u2

)
,

(
v1
v2

))
V

= (u1, v1)H1
σ1
+ (u2, v2)H1

σ2
, u1,u2, v1, v2 ∈ H1

0(Ω)

とし，内積から誘導されるノルムを ∥ · ∥V と表記する．直積空間 X := L2(Ω)× L2(Ω)とし，

Xに導入する内積を((
u1
u2

)
,

(
v1
v2

))
X

= (u1, v1)L2 + (u2, v2)L2, u1,u2, v1, v2 ∈ L2(Ω)

とし，内積から誘導されるノルムを ∥ · ∥X と表記する．直積空間 V∗ := (H1
0(Ω) × H1

0(Ω))∗

とする．

任意の u, v ∈ H1
0(Ω)について，非線形作用素N1,σ1,N2,σ2 : H1

0(Ω)→ H−1(Ω)をそれぞれ

⟨N1,σ1(u, v),w⟩ := ( f1(u, v) + σ1u,w)L2, ∀w ∈ H1
0(Ω)

⟨N2,σ2(u, v),w⟩ := ( f2(u, v) + σ2v,w)L2, ∀w ∈ H1
0(Ω)

と定義する．線形作用素 Aσ1,σ2 : V → V∗ と非線形作用素 Nσ1,σ2 : V → V∗ をそれぞれ

Aσ1,σ2 :=

(
Aσ1 0

0 Aσ2

)
, Nσ1,σ2(u, v) :=

(
N1,σ1(u, v)
N2,σ2(u, v)

)
と定義する．そのとき，∀z ∈ V について非線形作用素 F : V → V∗ を F(z) := Aσ1,σ2z−
Nσ1,σ2(z)と定義すると，(5.1)は

Find z ∈ V satisfyingF(z) = 0

と書き直せる．そこで，定理 2.1の空間を Vと V∗ として考えればよい．また，Section 2

準備で紹介した様々な定理は空間 V,X,V∗ 上に拡張が可能である．(2.11)を満たす定数 K

について注意が必要である．特に非線形作用素 F の Fréchet微分 F′ は多くの場合非自己

共役作用素となるため，Section 4.2のような無限次元固有値に基づく評価は現状難しい．
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